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\t{lcA

Capitolul I

PRTNCTPil $r rEGrin UrCniltcA NEWT0NnNA

Primul capitol al lucr[rii include probleme Fr"-nrru rezolvarea clrora sunt utilizate

mirimi frzice ca viteza, acceleratia gi fo4a r roate trei avdnd valori medii gi

momentane), in situalii in care sunt int6lnite mi5cr:a rectilinie (uniform5 gi uniform
variatd, pe plan orizontal gi inclinat), migcarea in c;rnp gravitalional qi miqcarea

circularS. in acest scop sunt folosite principiile mec:n;cii. legile migcirii gi vitezei,

legea defonndrilor elastice (Hooke), legile frecdrii ;i leuea arracqiei universale. Dacd

nu se precizeazd altfel, pentru acceleralia gravitalionald >e va utiliza g=10 ^lt',
valoare folositd gi in subiectele de mecanicd administrur. i3 grem€nul de bacalaureat.

BRrvnR TEORETIC

Pentru rezolvarea problemelor confinute in capitolul de faja sunt necesare urmdtoarele

definitii, relalii qi formule:

r definitriile vitezei medii gi vitezeimomentane in migcarea rectilinie: ,'- = +,' Lt'
.. Ar dxy-llrn_-_.' fr-i!' dt'

o definitiile accelera{iei medii ;i acceleraliei momentane in migcarea rectilinie:

Av ..Av A
Q =_.4=llm-=-:"' Lt N+0 Lt dt

e definitiile vectoruluivitezd medie ;i vectoruluivitezd momentan[ in migcarea

curbilinie plans: i,=*, D=_l.T *=*; definiliile vitezelor medii pi

momentane pe direcliile axelor de coordonate: ,* = * , rmt

dv-),, = fr, V = \'r - *1'.r . Se vor re{ine qi formulele

=p-Lt'

v= .dx
sl v__ = -.dt'

i.=r*'i +v*r'J- $i il =v,'i +rr'J;
definiliile vectorului accelera{ie medie gi vectorului acceiera{ie momentand in

migcarea curbilinie plan6: A, = 
Li-, 

U = ISf =4'. defintliile acceleratiilor

medii gi momentane pe direc{iile axelor de coordona te: a^=*, o- = + ,

lll13

.2+Vmy

Partea I - Mecanicd



Se vor retine gi

formulele d*=e,,.1+a_. j si A=a".7 +or.i;
vectorul vitezE momentand n este tangent la traiectorie, iar vectorul
accelera{ie momentand d este orientat cdtre interiorul traiectoriei (c6tre partea
concavd);

vectorul accelera{ie momentand z se mai scrie gi sub forma d=d,+d,, in
care a, este accelerafia tangengiaia- iar an este accereratia normali la
traiectorie; de asemene 4, a ={"= : cele dou6 componente d, Si d, ale

acceleraliei momentane au modulele date de rela{iile o, =L ,2

dt $l 4'=R'in
care R este raza de crnbura a raiectoriei in punctul in care se calculeazl
accelerulia;

ecua{ia principiului ai Il-lea ar mecanicii: .R = md , in care F =fF, este

reztltanta forfelor care aclioneazd. asupra unui punct material de masd m,
cdruia acestea ii imprimd accelera{ia d; ecualia vectorial[ se proiecteazd pe
axele de coordonate astfel: R, = ma*, R, = ma, i

ecua{ia principiului al III-lea al mecanicii: F' =-F (acliunea qi reacliunea au
module egale qi sensuri opuse);
legea a II-a a frec[rii: F, = pN ;

legea lui Hooke (numiti qi legea deformirilor elastice): 61=.!!u sau
z1\

€ = ol E, in care e = ar lro este alungire a rcrativd, iar o =F/so este efortul
unitar (sau tensiunea mecanicd). pentru un corp elastic dat F = kVr , in carc k
este constanta de elasticitare, k = 

EQ 
,

lo

pentru miqcarea rectilinie uniformd a unui mobil: v=ct., a=0,
x=xo+v(t-to) (legea migcdrii); de asemenea, distania parcursd in aceastd
migcare se poate scrie sub forma d =t .,\t ;

pentru miqcarea rectilinie uniform vaiat6, a unui mobil: a=ct.,

v=vo * a(t-6) (legea vitezei) gi x=xo+vo(t-tr)*a(t-to)' (legea

migc6rii). De asemenea,vitezamedie pe intervalur de timp ft,trf estedatd de

o,=,,@*oi 9i o,=+ . o,=!

t4lll

I

4*4.
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.=JAQ- se vor retine qi
* :-t;
I L ftriectoris, iar vectorul

:hd tdecrodei (citre parrea

bi d forma d=d,+dn, in
, at uelerafa normala h
!.:

frf qgmente d, qi d, ale

tF ",=# si o,=l,io
fht fo care se calculeazi

r-, h care fr=i{ este
. i=l

fF ueHial de masd nr.
imidi se proiecteazd pe

t

S EqlE gi reacfiunea au

p'-- 
Ih fibe; N = 
FIo 

sau

|' - o=FlSo este eforhrl
bl F=kAl,incare k

; d[k y=ct. , a =0 ,

,Ilrr!pcurse in aceasti

I

b1r-$+*:-d (regea

relatia ,-=ry, in care %=y(tl) 9i vr:v(rr); legltura dintre vitezi pi

coordonatl este dati de rel4ia lui Galilei: f =4 +2a(x - xo);

in migcarea circulari rmiform* Fl =u:sL (vit@ linirrn), a= A0l rt (viteza

unghiularl); @=?-rv, ar=T-tlT, v={T (fo cae f e$e peioada, iar v

este frecven{a); v=c)-r. De asemenea, d*=-o}V (accelera{ia centripeti) gi

F*=mfr*=-mrrfv (forfa centripeti); a"o=afr sau a*=vz/r. intr-un

sistem de referin{d neinerfial (SRN), in raport cu care mobilul se afld in
repaus, asupra acestuia aclioneazl o forfi (fictivi intr-un SRI) denumitE forfi
centrifugi de inedie: FE =-md* =mc,ji ;

legea atracfiei universale (Newton, 1687) exprimd forla de atracfie
gravitalionali dintre doui corpuri considerate punctiforme in raport cu

distanJa dinffe acestea: , = *ry, in care K este constanta atracliei

universale (K=6,67.10-tt Nm2/kg'), ,\ $i mz sunt masele celor doul

corpuri, iar r este distanfa dintre ele; intensitatea cdmpului gravitalional se

definegte prin rela{ia F = Fl* (m este masa corpului cle probi). Pentru un

corp sferic gi omogen (cum pot fi considerate cu o buni aproxima{ie Pdmdntul

gi oricare alt corp ceresc) f = g = K+= K--M '-, in care M este masar' (n+ n)' '

corpului gi .R este raza ac€shriq iar ft este altitudinea la care se determin[

mlrimea F=g. Se md pode scrie t= Uftg, 
in cae go:K-MlR'

este acceleratia eravita|i@ali la sryr@ cot|nhi-

l&^- I [4,,1r] estedatide

Partea r- Mecanicd lll 15



R' '!'' i*,titr
1.2. Un automobil frdneazduniform asrfel inc6t in timpul z, parcurge jumdtate din
distan{a de frdnare. Sd se determine timpur r, in c,are parcurge cearaltd jumdtate a
distantei respective.

R: z, = f+Ji) n
1.3. Un rdu a cdrui ap5 curge ct viteza v=2m/s trebuie
traversat de o barcd. sd se determine viteza minimd a bdrcii
yr.in pentru ca aceasta sd ajungd din punctul A in punctul B
(figuraP1.3). Se cunosc I=40mti d=30m.

R: vr-,n =116

l.4.fr o persoand inoati cu viteza vo =0,5 mfs fal1 de apa unui r6u care curge cu
viteza v = 1 m/s ' Sd se determinp unghiul d pe careil face directia in care trebuie si
inoate persoana respectivd cu ndnrnara ra [drm, pentru ca apa si o deplase ze cdt maipu{in la vale.

R: a=300

1.2. Principiile mecanicii

1.5' un corp este lansar cu r-iteza uo de la baza unui plan inclinat cu unghiul a fafi, de
orizontalS, coeficientul de frecare dintre corp gi pran fiind, 1t sr se determine
indllimea h pdnd la care corpul poate urca pe planul inclinat.

R: fr=- v;
29(t+ tt "tgd)

'.ffi.

Eruuruyunr

l.l. Mi_scarea rectilinie

l.l. un automobil se deplaseaz[ in linie dreapta intre doui rocalitrti, parcurgand ofrac{iune f din distan{a dintre aceste a cu viteza v , iarrestul distan lei cu viteza v , .
Sd se determinevitezamedie a automobilului.

Figura P1.3

m

S

to 
lll 
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! fui localitiiti, parcurgdnd o
rnnl distanlei cu viteza v, .

kv = vrv,'- - 7" "( -jfi
ll i, psrcurge jumdtate din
llmrye cealaltE jumltate a

tk r,=p+Jl).r,

1.6, Un corp este lansat pe o suprafa(d orizontal[ pe care se deplaseaz1 cu frecare,

parcurgdnd pdnd la oprire distanla d. Pe prima parte a drumului, dr=2d13,

coeficientul de frecare la alunecare este p, im pe cea de-a doua parte este 4p. Sd se

determine viteza cu care a fost lansat corpul.

R: vo = 2,[pgd

1.7.Dac6,un corp legat de un fir este ddicat cu accele,ralil a=2 ^lt' , tensiunea din

fir este de k=2 ori mai micd decit tensiunea de rrryere. Sd se determine accelerafia

maximi aM cv care poate fi ridicat corpul astfel incf,t finrl s[ nu se rupd.

R: a* =ka+(k-I)S; o=I4 mls'

1.8. De un fir elastic lung gi sublire se atdrnl un corp care ii produce o alungire A/. Se

se determine alungirea Al' a firului pliat in patru p[rfi egale, daci de el se atdrn[

acelagi corp.

R: A/'=4
16

ff
T-
fln

Eormghiul
* ' p- Si se

T.

Fiigura Pl.3

xl: ,o* =1,6 3
*s
n? ud rfrr care curge cu

b-Eqir-m care reDule sa

I lr - o @laseze cdt mai

R: a=300

1.3. Migcarea in cdmp gravitalional

1.9. Un motociclist urcd pe malul in pantd al

unui rdu, ca in figura P1.9. Se se determine

viteza minimi vo a acestuia (in punctul A )
astfel incdt sd ajungl pe celdlalt mal (in
punctul D ). Se cunosc inEllimea ft gi unghiui

a de inclinare ale malului siant in pant5,

precum gi ll1imea d a rdului- FiguaPl.9

*,.-ffi1-u*urro,

1 .10.* Un corp este aruncat pe oblic[ de la iniltim h , qvdlteza vo . Sb se determine

unghiul ao sub care trebuie sd fie uumcd drt foc& distanta parcursl pe orizontald

sd fie maximd, precum gi distan{a d- rcspectivl

a faldd9

determine

2
vo ktgatn=-#

tlri +2sh
;d. -Vo

o6

llln
4 +zghkr-

zg(t+ p.ctga)

Partea l* Mecanicd



1'11' Un corp aflat in cidere liber[ parcurge in ultimele r secunde ale migcdrii o
fracJiune egal6 cu yk (k > I ) din inSltimea de la care cade. 56 se determine timpul de
cddere, t" . Frecarea cu aerul este neglijabild.

Rz t,=rlk+
1.12.* Un corp este aruncat de la sol cu viteza vo =20 mf s
de orizontald' Sd se determine raza de curburd a traiectoriei,
maximS.

sub unghiul d = 600 fa\d

R, in punctul de inll{ime

R: R=10m
1'13. un corp este aruncat cu viteza vo sub unghiul a fald. de un plan inclinat cu
unghiul B ta\d de orizontalr. 56 se determine: a) durata c in carc corpul se afl6 in
aer; b) inrltimea maximd h atinsd,de corp, mrsurati in raport cu planul.

R: /= 2vosina 
: h=4si\f a

gcosB' 2gcosp

1'14'* Un corp alunecd din vdrful unui plan inclinat al c[rui unghi se poate modifica,
dar avdnd baza b constant[. Si se determine unghiul a alplanului pentru care timpul
de cobordre este minim, precum gi expresia acestui timp, t. Coeficientul de frecare la
alunecare este /.

R: a= . in care 6=arctgl, T=2

l'15' Un corp este aruncat pe oblici sub unghiul a=600. Sd se determine valorile
unghiului a dintte vectorul vitezd, momentand qi direclia orizontali in momentele in
care corpul se afld la jumbtatea indlfimii maxime (la urcare gi, respectiv, la cobor6re).

/T
R: tgq' =*l;

1'16'* Un corp este lansat de la sol, pe oblicS. in momentul in care atinge inal{imea
maximi, viteza lui este egald qu jumdtate din viteza iniliald, iar raza de curburd
a traiectoriei in punctul respectii, este R. Sd se determine: a) unghiul a sub care a
fost lansat corpul, masurat in raport cu orizontal a; b) bdtaia, d ; c) indlJimea maxim[
attnsd, h.

R: a= 6o0; d=.6R ; h=1p

z,Q
12

,8lll

a;rDl

!(o.,r.E)
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T@:jl

& t secunde ale migcirii o
Et&- Se se determine timpul de

k, t.=clk+

rft sbrmg&iul a=600 fati
[id, X, in punctul de inil{ime

R: R=l0m

a S de rm plan inclinat cu
f r fo care corpul se afl6 in
qntcuplanul.

E r:4tro ; t =rtN sgffifl' 2gcosp

ffrdd $e poat€ modifica,
JlHipearru care timpul
; r-Qocficirmrl de frecare la

{;t; t=7

f-g-dmminevalorile
:iiilrE fo momentele in
:fi, nryciv, la cobor6re).

t;
Rz tga",,, = +. /'-\z

fl i cre atinge inilfimea
iE, in nza oe curburd

- e) qhiut a sub care a

- d; c) foigmea maximd

u=d; a=,|-Sn; n=1p
2

1.11.* Un corp este aruncat pe orizontald dintr-un turn, cu viteza iniliald vn. S[ se

determine accelera{iile normald (a,) li tangenfiald (a,)la un moment t <t" (unde t"

este timpul de cobordre).

8vo

JA.fr
1.4. Migcarea circulard uniformi

1.18. SA se determine turafia minimfl cu cre r trebui rotit un

cilindru crt raza r=l min jurul axei salc crticale pentru ca un
corp s5 r6m6nd in repaus relativ pe pu* iffiior al acestuia

(figura P1.18). Coeficientul de frecare la ahmme dintre corp qi

cilindru este p =0,25. Se va lua g - 9,81 ny't' -

Rr r=1 tot
s

1.19. Un corp mic $i geu, suspendat de rm ffft fix prin intennediul unui fir
inextensibil qi cu masa neglijabib av6nd hngim L=Im, se roteqte in plan

ofizontal in timp ce finrl m5firr[ pilnza unui m cu deschiderea 2d=1200. S[ se

determine perioada de rotadie a mprlui.
R: I=1,4 s

1.20. Si se determine unghiul ar crr carc tneblie inclinat la o curbi clurua r = 100 m

un drum prevfl2t pentru circulatrie cn vinza de 72 fu/h .

*: a=220

1.21.* Un ciclist se rotegte pe un disc cu razt R,aa*apnciml. Coeficientul

de frecare la alunecare depinde de distanp r pfof Fad&rmlie O dupi legea

'lt=lto!-rln), in cate /6 este o constantll Sf dfuine nzn rn a traiectoriei

fali de punctul O pe care ciclistul se deplaseazl rn vim maximd, precum gi viteza

respectivi, v,* .

R: r,, = Lrt r* =E

lll€

.\8.7)
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1.5. legea atracliei universale

l'Z2'Dacd & este accelera{ia gravitalionalS la suprafata pdmdntului, sr se determine
expresia acceleratiei gravitalionale la altitudini mici h << R, unde R este raza
Pdmdntului.

R: g(e)=r,(t +)
1.23,* intr-un pui de addncime & foarte mare. realizat prin foraj pe direcJia razei
terestre, se dE drumul unui corp sd cadi. cunoscdnd acceleratia gravitational6 la
suprafala Pdmdntului, go; t&zo" acestuia, R , sd se determine timpul de cidere in puf.

R:/"-

f.24. sr se determine procentur p cv carc ar cregte greutatea unui corp dacd masa
Pimdntului s-ar mdri cu f =1gyo.

R: p- "f =l}Yo
l'25' se se determine altitudinea h la care trebuie(rnsat un satelit geostationar al
PdmAntului, deasupra Ecuatorului. Se cunosc raza pranetei noastre, Ro = 6370 km,
perioada de rotalie a acesteia in jurul axei sale, T =24h gi accelerafia gravitationald la
suprafap terestrd, go = 9 ;7g mf s2 .

R: &=35786km

lll 
crasa a rX-a20



_ 
tr"=f.*"",[,-*)

lr PEmfntului, si se determine

i fr<<,R, unde R este raza

R: g(&)=",[t +)
rr in foraj pe dkeclia razei
I udratia gravitatrional[ la
*lfiryd de cidere in put.

Er rlqd corp dacl masa

k P= -f =l1Yo

r'r -rdit geostafionar al
ni re Ro = 6370 km ,

'il -o.l=i" gravitalional[ la

k l=35786 km

RrzolvAnr

1.1. Distanf a d, = fd esre parcursd cu viteza oMtii v' deci fd =vrLtr, iar restul

distanfei, dr=d-dr=(I-f)d, este pucursl lavfua v' deci (I-f)d=vr\tr.
Pentru viteza medie a automobilului, folosind d4h & definifie, r_=df Lt , in care

d=dr+d, Si Ar= Ltr+Lt, se obline v---;-d-- :-:T d
= a,J"n*: fdfun(- fW' acrrca

vrlz
'^ - fr1(r- f)rr'
1.2. Fie v, vitezaautomobilului dup[ ce acesta a parcus primfl jumiffie a distan{ei de

fr6nare. Se poate ,"ri" 4=v..tt, in care u.=b* (ro fiind viteza inifiald),

rezultdnd astfel !=uolut -t, (retl). Pentru cea de-a doua jumdtate a drumului se2 2 r\

poate scrie t=r:,r, in care ,i=ry=], obfnandu-se +=+'c, (rel2). Din

(ret2) reniltA ur=!, care se inlocuiegte in (rell),aceasta devenind 4=ry*!,' tr' , , 2 2t,

uai"a !(t-qj=+ "uu 
!(r- t' 

l= r, (ret3).pentru intre;
2 [ c, ) 2 vo \ r, ) 

:' (rel3)'Pentru i"tt"ug) distanli se poate

scrie d=v.r, in care u-=ry=+ qi r=rt+t, deci a=\Gr+rr) sau

+=ry @eH). combintod ('dJ) $i (ret4) rcztitb ry(t-A=a,, ecuaEie

care - dupd prelucrare - se scrie d fumr t-4"r-4:O- Soh4ia (convenabili

din punct de vedere fizic a) ecuatriei ffiimc Eqb q=(t+Jil-t, .

1.3. Yilteza il, a bdrcii fa{6 de mal trfuh ti trc ai#re
de-a lungul dreptei AB, cdtre puncml B (figra Pl.3R).
Se poate scrie il, -i+ir, relalie in cae tD €sfe viteza

b[rcii fafd de apd. in figura indicatS" se obsenrii c[ aceasti

vitezl are valoarea minimd ( ir*. ) in situalia in care este

orientat6 perpendicular pe dreapta AB, caz in care se pot
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scrie relaliile urmdtoare: cosa= --L-- 
vpmin

JL'+d' v

v iteza minimd c6utat6,,
L

- b min ' /-------= .

tlli + d'

Din ultima egalitate se obline

Se inlocuiesc datele problemei, rezultdnd

rezultd ecuatia

v6-in=2+ I=1,6 m

tl40' +302 s s

1.4. Folosind figura

notatiile d=AB qi

d .(, - v" sin a),{= " '
vocosd

sau -yo+y.sina=0. Se ob_

v^ 0.-i IUne stna- '' - =-=-r. 12'
rezultdnd d 300. yiteza
persoanei fatd de mal este

io =io +i .

Pentru o rezolvare elementar[

P1.4R,1, se poate scrie folosLnd asem[narea triunghiurilor gi

x = BC , !=v -vosina
d uo.o*- Din relalia anterioard se obline

Pentru determinarea extreme,or i.:ncriei , = .f (a) se egaleazd

cu zero prima derivati a acesrei runctir. l-'lal=0. Se obline

f'(a)--d'ttcos2 a+d'(v-.vostnatr'" s:na 
-0. din careyo .cos- 4

-vo . cost d + v.sina- r.o . sin: a = ri

Fizura P1.4R

(la nivelul clasei a IX-a) se deseneazd un semicerc (a se vedea figura pl.4R,2) avdnd
centrul in originea vectorului io , observdndu-se cd distanJa x este minimd atunci c6nd
dreapta AC este tangentd la semicercul construit anterior. adicd atunci cdnd ilo I ilo .

in triunghiul dreptunghic ob{inut se poate scrie sin a = lt . rezultdnd acelaqi unghi a
ca in prima metodS de rezolvare (in care s-au folosit nolruni de analizdmatematicd).

t'5' Urcand pe planul inclinat, corpul are o migcare rectilinie unif,orm fr6nati cu
acceleratia q=-g(sina+ pcosa). Distanfa pdna la oprire se obline fglosind ecua{ia
lui Galilei in care se pune condilia ca in momentul opririi viteza corpului si fie egair cu
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